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4. ESTABILIDAD

En las secciones anteriores hemos estudiado la existencia de soluciones, su unicidad
y su dependencia continua respecto de los datos del problema: datos iniciales, funcién
f, parametros. También hemos visto herramientas que nos permiten estimar el intervalo
de definicién de las soluciones de una ecuacién. En lo que queda de capitulo (y en el
siguiente capitulo en lo concerniente a sistemas auténomos planos) vamos a estudiar el
comportamiento asintotico de las soluciones, es decir, suponiéndolas definidas en todo IR
estudiaremos como se comportan las soluciones cuando t — +00 o cuando t — —oo. De
hecho, en la mayor parte de los resultados se obviara estudiar el caso en que t — —o0
observando que si z(t) es una solucién de

dx
Wty = (t,2(1)

entonces la funcién y(t) = x(—t) es solucién de la ecuacién diferencial

Wity = —p(t,p00)

por lo que el estudio del comportamiento de x cuando ¢ — —oo es el estudio del com-
portamiento de y cuando ¢ — 4o00. En definitiva el estudio del comportamiento de una
solucién cuando ¢ — 400 o cuando t — —oo son problemas similares.

4.1. Definiciones. En lo sucesivo consideraremos una ecuaciéon ' = f(¢,x) donde f
es una funcién continua sobre un dominio (a, 00) x O C IR x IR" (podriamos considerar
un dominio méds general D C IR"*!). Consideramos que 0 € O (o méas generalmente que
(a,00) x {0} C D).

Notaremos x(t; ¢y, zo) la tnica solucién de la ecuacién anterior que pasa por el punto
T en el instante tg.

Definicién 4.1. Sea 5 > « y sea y(t) una solucion de la ecuacion x' = f(t,x) definida
en el intervalo [3,00).

1. Se dice que y es estable si dados ty > (5 ye > 0, eviste 0 = 0(g,tg) tal que para
todo xo que verifique ||xo—y(to)|| < 9, la solucion x(t;to, xy) estd definida y verifica
| (t; to, xo) — y(t)|| < e para todo t > ty.

2. Se dice que y(t) es asintdticamente estable si es estable y si, ademds, existe y =
w(to) > 0 tal que ||xo — y(to)|| < p implica:

tim o to, ) — y(O)] = 0.
3. Se dice que y(t) es globalmente (en O) asintdticamente estable si es estable y si,

ademds,
lim ||z (t; o, m0) — y(t)|| =0
t—o00

para todo xy € O.
4. Una solucion que no es estable se denomina inestable. [
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Definicién 4.2. Las soluciones estacionarias (o constantes) del sistema
o' = f(t, (1))
son denominadas puntos de equilibrio del sistema (diferencial).

Nota 5. Un punto z € IR™ es un punto de equilibrio del sistema si y solo si para todo
t € (a,00) es un cero de la funcion f i.e.

f(t,z) =0 para todo t € (a, 00).
Nota 6. Sea A una matrizn X n y sea el sistema lineal
¥ =Aux,

entonces, si A es no singular, r = 0 es el unico punto de equilibrio del sistema. Si A es
una matriz constante no singular y b es un vector constante de IR"™, entonces

r=—-A""1b
es €l unico punto de equilibrio del sistema
¥ =Ax + b

4.2. Estabilidad de un sistema lineal.

Proposicién 4.3. Una solucion de un sistema lineal homogéneo es estable (resp. asintdti-
camente estable, resp. globalmente asintdoticamente estable) si y sdlo si la solucion x = 0
lo es. En este caso diremos que el sistema es estable (resp. asintdticamente estable, resp.
globalmente asintoticamente estable).

Teorema 4.4. Consideremos el sistema x’' = A(t)x, t > .

1. El sistema es estable si, y solo si, cada una de sus soluciones estd acotada en |3, 00),
2. FEl sistema es asintoticamente estable si, y solo si, todas sus soluciones convergen a
0 cuando t — oo. [J

Demonstracion:

1. Supongamos que el sistema es estable. Sea ¢ = 1 en la definicién anterior,
entonces existe 0 tal que cualquier solucién que en el instante ty > [ esté en la bola
de radio ¢ centrada en el origen, ||z(tp)|| < § permanecera en la bola de radio 1 a lo
largo del tiempo: ||z(t)|| < 1 para todo t > to. Consideremos entonces una solucién
y, cualquiera, del sistema, (podemos suponer que (o) # 0 dado que sino y(t) =0
estd trivialmente acotada) dado que el sistema es lineal, la funcién (vectorial)

)
0= ™

es también una solucién y, como z(tg) = 6 deducimos que z(t) estd acotada, pa-
ra alguna constante C' se tiene z(t) < C' luego deducimos que y(t) también estd
acotada:

loto = e 0 < B o oo 2 1,
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Reciprocamente, supongamos que todas las soluciones del sistema estan acotadas.
Entonces, si ® es la matriz fundamental del sistema que verifica ®(ty) = I, dado
que las columnas de ® son soluciones del sistema, existe una constante C' tal que
|®(t)]] < C para t > ty. Cualquier solucién del sistema verifica x(t) = ®(t)x(t)
luego ||z(t)|| < C||lx(to)|| para t > to. Entonces el sistema es estable dado que para
tener ||z(t)|] < e para t > to bastard elegir x(ty) tal que ||z(ty)| < ¢e/C.

2. Supongamos que el sistema es asintoticamente estable. Entonces existe u
tal que toda solucion que verifica ||z(ty)|| < p satisface x(t) — 0 cuando t — oo.
Consideremos una solucién cualquiera y con y(tg) # 0 y construimos

o H
0= ™

entonces z(t) también es solucién y verifica ||z(to)|| = u luego satisface z(t) — 0
para t — 0o. Como y(t) = z(t)||y(to]| /1) deducimos que, para cualquier solucién y
del sistema, ||y(t)|| — 0 cuando t — occ.

Reciprocamente, Si todas las soluciones del sistema tienden a 0 cuando t — oo
entonces toda solucion del sistema esta acotado, luego el sistema es estable. Ademas,
como toda solucion tiende a 0, es (globalmente) asintéticamente estable.  Q.E.D.

Corolario 4.5. Sea el sistema ' = Az, con A matriz de coeficientes constantes.

1. El sistema es estable si, y solo si, Re A < 0 para todo autovalor A de A y dim N(A —
M) coincide con la multiplicidad (algebraica) de A para todo autovalor A que tenga
parte real nula.

2. El sistema es asintdticamente estable si, y sélo si, todos los autovalores de A tienen
parte real negativa. [

Demonstraciéon: Consideremos la matriz A de coeficientes constantes. Sea P la matriz
no singular que nos permite pasar a la forma de Jordan P~'AP = J. Entonces, si y
es solucion de ¢y = Jy x = Py es solucion del sistema 2/ = Ax ; reciprocamente, si x
es solucién de 2/ = Ax, y = P~ 'z es solucién de 3y = By luego el sistema 3y = By
es estable (respectivamente asintéticamente estable) si, y sélo si, el sistema 2/ = Az es
estable (respectivamente asintéticamente estable). Recordemos que la matriz J es de la
forma

By 0 ... 0
0 By - 0
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q

donde las matrices Bj, j = 1,2,...,¢, son matrices n; X n;, con 1 <n; <ny an =n,
j=1
de la forma
A1 0 0
0 X 1 0
B; =
0O 0o . X 1
0 0 0 A

Entonces el sistema 3y’ = Jy se descompone en ¢ sistemas

Yy = Bivy)

Jj—1 J
donde y(;)(t) € IR™ corresponde a las componentes an + 1 hasta an (acordando
i=0 i=0
que ng = 0) de la solucién y de ¢y’ = By i.e.
Y)
. Y2)
Y(a)
y
ygl) gly(l)
Y Y
Y = (.2) _ Jy = 2' (2)
Yo Bayq)
luego el sistema 3’ = Jy se descompone en los ¢ sistemas independientes yzj) = By
para j =1,2,...,q, de la forma
! A
yga),l 0 0 Y
Yi).2 0 A Y(i).2
/ : :
Y1 0 0 X 1 Y(j)ins—1
Y()m; 0 0 A Y()m;

La solucion general de tal sistema es:
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nj
C(j),k _
ypalt) = ey R
k=1
L]
Grk e
ypalt) = &Y (k = 2)|tk i
h=2
5
C( ).k k—i
o) = ey Gl
k=1
Yaas-1() = &N cngt + 1)
| Yo () = €My, -
Luego, se tiene que
_ n;
C(4).k _; t—o0
Re\ < 0 — Jya(t)] = RS ﬁtk —0

k=i

ReA=0yn; =1 = |y ai(t)| =|cy)1| permanece acotado cuando t — oo

nj
C(j).k —i|  t—oo
ReA=0yn; >1 = |yg.0)l =) (k;(j_) z‘)ltk %
nj
(i . o
ReA >0 = ygat) =M —<k(]_)";)|t’“" %%
i £ .

de donde se deduce trivialmente el corolario 4.5.

Corolario 4.6. Consideremos el sistema ' = B(t)x, t > (3, donde B = A+ C(t) siendo
A una matriz de coeficientes constantes y C(t) una matriz con coeficientes dependientes
de t.

1. Si el sistema o' = Az es estable, C(t) es continua en [5,00) y

| elas <,
B

entonces el sistema ' = (A+ C(t))x es estable.
2. Si el sistema ' = Ax es asintdticamente estable, C(t) es continua en [3,00) y

IC(#®)|| = 0 cuando t — oo, entonces el sistema z' = (A+C(t))x es asintdticamente
estable. [

Demonstraciéon: Consideremos el primer caso. Aplicando el Teorema 1.10 del segundo
fichero de repaso (fichero "sistemas de ecuaciones lineales” del Campus Virtual) la solucién
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de 2/ = Az + C(t)x se puede escribir
t

z(t) = e (1) +/ eAIC(s)x(s)ds Vi > By V> B
to

Dadas las hipétesis sobre A, la matriz fundamental (cuyas columnas son soluciones lineal-
mente independientes del sistema 2’ = Ax) estd acotada, i.e. existe M tal que

|eA7|| < M para todo T > .

De ello deducimos que
t
lz(®)] < Mlz(to)l + M/ [C(s)llllx(s)ll ds Vio =y VE=p.
to
Entonces el lema de Gronwall nos dice que

()] < M|a(ty)||e™ o 1CENE vy > gy ve> 8

de donde deducimos que el sistema 2’ = (A 4 C(t))x es estable.
Para la demostracion del segundo punto representamos cualquier solucién z del sistema
¥’ = (A+ C(t))xr como anteriormente:

¢
z(t) = e (1) +/ A9 (s)x(s)ds Vg > By V> 4.

to
Dado que el sistema asociado a la matriz A es asintéticamente estable, de la demostracion
del anterior corolarior podemos ver que existen dos constantes M > 0y p > 0 tales que

letTyll < Me™|ly|| Yy e R"y V> 0.
Luego

t
2|l < Me™# 1 |2(to)[| + M/ e M C(s)l|l(s) |l ds Vg > By Vi > Lo
to

Multiplicando por e** y teniendo en cuenta que (dado que C'(t) — 0 cuando ¢t — oo) para
cualquier v > 0 existe ty = to(v) tal que C(t) < v para t > to(v) tengamos
t

Hx(t)He“tSMe“tO(”)H:U(to(V))IHMV/ ellx(s)llds ¥t = to(v).

to(v)

La desigualdad de Gronwall establece que
lz(t) e < Kyttt
donde K| = Meto®||z(ty(v))|| y K2 = Mv, luego tenemos
2 (t)]] < Kye~Mrtow)o(Mv=ut,

Elegimos v = u/2M para establecer

t—o00

||ZL‘(t)|| < Kle_M”tO(V)e—ut/Q 0



